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Introducci6n 


La tecnologia avanzardpidamente yno puede prescindir de 
la matemdtica. En cualquier drea del conocimiento encontra- 
mos que lo esencial en cuanto a su estructuray relaciones 
internas, se basa en la matematica, considerada, no tanto 
como ciencia exactasino como un lenguqje universal con el 
cual se puede explicar cualquier concepto de una manera 
clara y precisa. 

La intencion de incluir estos temas en los programas de 
estudio de las carreras de diseno, lleva implicita la idea de 
que un estudiante debe tener agilidad mental, capacidad 
de analisis, de deduction y de razonamiento, para condicio- 
nar su mente a la Concepcion de ideas y al desarrollo de 
proyectos de manera racional con un enfoque formal y 
funcional. 

El disenador debe considerar a estadisciplina como una 
herramienta de ordenamiento mental y como un lenguqje 
para planear, analizar y enfocar adecuadamente los pro- 
blemas cuando involucren forma, orden o tamano. 

Este volumen desarrolla los conceptos con un enfoque 
sencillo y claro, explicando desde lo mas elemental, ejem- 
plificando grafica y analiticamente y mostrando aplicacio- 
nes a problemas de diseno. 

El contenido es variado; incluye los elementos b£sicos 
de algebra lineal: algebra de vectores y algebra de matricesy 
algunos temas de geometria analitica con un intento de 
analisis, pero poniendo enfasis en la graficacion de curvas 
especialmente las conicas y las funciones trigonometricas, 
en coordenadas polares y en coordenadas cartesianas. 
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Algebra lineal 




Capitulo I 

Algebra de vectores 

Desde el punto de vista analltico: 

Se llama vector a un conjunto ordenado de elementos. (En 
renglon o en columna) 

Ejemplo: 


a= { a i, a 2 

n J 


a i 

a los elementos 

a = 

32 

a l» <*21 • • • a n 

se les llama: 


a n 

“componentes 
del vector” 


“n" representa el numero de componentes y se dice que es un 
vector n-dimensional o de dimensi6n “n”. 


Desde el punto de vista geom£trico: 

Se suponen conocidas las representaciones geometricas|R 2 
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y|R :! , el piano cartesiano yel espacio euclidiano tridimensio¬ 
nal. 

Asi un “vector” es un segmento rectilineo (o flecha) con 
direccion y magnitud o modulo. 
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M6todos matem&ticos para el diseno 


Sistemas dimensionales 

Sistema unidimensional: Es colineal al eje “x” 


a a 

'- 1 »— -1-M— 

0 a! a 2 0 a i 

a = (a. 2 — a,) a = a, 

Sistema bidimensional: |R 2 

Aqui el vector v tiene 2 componentes llamados pareja o 
diada, y determinan el punto extremo o cabeza del vector 
definido por una referencia a los ejes ortogonales. 



vi = ( x i.yi) 
V 2 = (x 2> 0) 
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Sistema tridimensional |R 3 : 

Un vector de 3 componentes puede representarse en un 
sistema de 3 ejes ortogonales que se formen agregando al 
sistema bidimensional un eje perpendicular llamado “Z” o 
polar. 

La representacion grafica se hace en perspectiva ortogo- 
nal. 



Tipo de vectores 

En un sistema n- dimensional existen 2 tipos de vectores: 

1) Vectores libres 

2) Vectores de origen. 
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M£todos matem&ticos para el diseno 


Vector libre: Su origen o pie no coincide con el origen. 



Vector de origen: Su origen o pie coincide con el origen del 
sistema n- dimensional. 



Todo vector se asocia con un vector “anclado” en el origen. 
En este caso v, y v 2 son: “Equivalentes". 
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Ejemplo: teniendo el vector libre de coordenadas A(l,3) y 
B(5,5) obtener el vector de origen correspondiente. 



Cx = x 2 — x t = 

Cx = 5—1 j Cx ~4 
Cy=y 2 -y,= 
5-3 = 2 = Cy 
(4,2) = b 
a^b 
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Mgtodos matem&ticos para el diseno 


Vectores equivalentes 

Se dice que dos o mds vectores son equivalentes si tienen la 
misma norma y la misma direccidn. 



Si son equivalentes se escriben a = b 

Los vectores equivalentes se consideran iguales aunque 
puedan tener posiciones diferentes dado que un vector 
queda totalmente definido por su norma y direccion. 

Analfticamente dos vectores definidos por PQ y RS son 
equivalentes si Q-P = S-R. 

Ejemplo: Demostrar que los vectores 


PQ = a y RS = a, 
son equivalentes 

1) P(1,4) Q(-3,5) ; R(5,7) S(l,8) 

Q - P = S-R 

C-3,5)-(l,4) = (l I 8)-(5 I 7) 

| (-4,1) = (-4,1) 

a = a, 

2) P (2,3,^4) QC-1,3,5); R (-2,3,-1) S(-5,3,8) 

Q-P=S-R 

(-1,3,5) - (2,3, -4) = (-5,3,8) - (-2,3-1) 
(-3,0,9) = (-3,0,9) 

a = a! 
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Aplicando vectores equivalentes escribir la coordenada 
faltante para formar un paralelogramo. 


PCI, 1) QC3.3) S (5,1) RCx,y) 

Q —P = R-S 

(3, 3) - (1,1) = (x,y) -(5,1) 

C2,2) = (x-5,y-±) 


igualando terminos correspondientes: 


x-5 = 2 

x = 2+5 = 7 

II 

r 

v = 2+1=1 

l 2 

R(7,i) 
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M6todos matem&ticos para el diseno 


M6dulo o norma de un vector: 

Se llama asi a la longitud del vector v se representa por lo 
tanto como un escalar. 


En un sistema|R- (bidimensional) 
v= (a,, b,) 


Por Teorema de Pitagoras: 
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Aplicando el Teorema de Pitagoras dos veces 
| Vj = VCORj' + Cl’R) 2 
pero (OR) 2 = (OQ) 2 + (OS) 2 
V] = \/(OQr+(OS) : +(PR) : 

I V| = N / c , 2 + a i 2 + b I 2 


Nota: Asi en un vector “n” dimensional: 
|a| = \/aj 2 Ta 2 2 + a;j 2 .... an 2 
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M6todos matem4ticos para el diseno 


Interpretacidn geom^trica de la norma de un vector 



La distancia entre P, y P 2 es la norma del vector P^ 6 v 
Dado que 

v=(x 2 -x„y 2 -y, ,z 2 -z,) 

Si d= \J (xa-xO'+Cy.-v, )-+(z,-z,) 2 
d=||v|| 

de manera analoga para un vector en |R 2 
d = \/(x2- x i) 2 + (y^-yiT 2 

Ejemplo: 

1) La norma del vector v — (-3,2,1) es 
|]V|| = n/(-3>' + (2) 2 +1 2 =\/I4 

2) La distancia entre los puntos 

P,(2,-1,-5) Pa(4,-3,1) es 
d = \/(4-2) 2 + (-3+1)-+ (1+5) 2 = \/44 = 2 x/TT 
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Angulos direccionales y cosenos directores 




Un vector de origen a se puede determinar adem&s de por 
sus componentes, por el i, que forma el vector con cadauno 
de los ejes coordenadosllamandoseangulos direccionales 

oc , )S, 8 
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Las proyecciones del vector a: 
x = la|cos<* Si|a| = \/x 2 +y 2 +z 2 =>|a| 2 =x 2 +y 2 +z 2 
y = la|cos/3 sustituyendo: 

z = la|cos8 |a| 2 = la| 2 cos 2 «+|a| 2 cos 2 )S-Ha| 2 cos 2 8 
.'■cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 8 =1 
Para vector libre 

OP//P^2 



Los angulos directores se toman sobre un vector de origen 
que sea paralelo al vector libre y tenga la misma direccion. 

Operaciones con vectores 
Suma 

a=(a 1 ,a 2 ) b = (b 1) b 2 ) 
a + b = c = (aj+bi, a 2 + b 2 ) 
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Un vector se puede expresar como la su made sus vectores 
componentes: 

a a^ "I - ay 
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M€todos matem&ticos para el diseno 


Propiedades de la suma de vectores. 

a) Cerradura 

a + b = c 

b) Conmutatividad 

a + b = b + a 

( a i! a 2) + (bi,b 2 ) = (ai+bj, a2+b 2 ) 

(bi,b 2 ) + (a^a-a) = (b^a^ ba+a^) 

c) Asociatividad 

a + b + d — (a + b) + d = (a+d)+b, etc. 

d) Existencia del id^ntico (vector cero) 
a+ 0 = a 

e) Existencia del inverso aditivo 
a + (-a) = 0 

Diferencia 

Vd-V.-V. = Vi + (-V 2 ) 



Observar que el inverso aditivo de vd es V 2 - V! 
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Producto de un escalar por un vector 

Es el producto de un escalar por cada uno de los compo- 
nentes del vector. 

Si a es un vector y A un escalar 

A a = A (a,^,. ■ ■. a n ) 

A a = (A aj, A U 2 ,.... A a^) 

Etfemplo: Si V = (1, -2) y A= 4 

A V= 4V = 4 (1,-2) = (4, -8) 

el resultado es otro vector de la misma dimension 

Propiedades 

1) Cerradura: 

El producto de un vector por un escalar da como 
resultado otro vector del mismo espacio dimensional. 

2) Distributividad: 

A(a + b) = Aa+Ab 
(A + /u)a = A a + /za 

3) Producto por el escalar 1 : 

Si A= 1 1 a = a 

4) Producto por el escalar 0: 

Si 0=>0 a = 0 


Ejemplos: 

1) Sumar los^vectores_ 

a= (3,0), b = (0,2), c = (1,4) 
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a + b = (3+0,0+2) = (3,2) 
a +b +c = (3+1,2+4) = (4,6) 



2) Sumara+2bsia = (l,3)yb = (2,l) 
a+2b = (l,3) + 2 (2,1) 

= (1,3)+ (4,2) = (5,5) 
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Producto escalar o producto punto 
(Producto interior Euclidiano) 

Se llama asi al producto de 2 vectores del mismo sistema 
dimensional cuyas componentes se multiplican entre si 
ordenadamente en forma de sumandos. 

El resultado es siempre un escalar 
Sia= (a„a 2 .... a n ) 

y b = (bi, b 2 .... b n ) 

a * b = (a, b! + a 2 b 2 .... + a n b n ) 

Puede ordenarse en renglon o en columna: 


a — (aj, a 2 .... a n ) y 


b= 


bi 

b 2 


b 


n 


a * b — (flj b, + a 2 b 2 -+ a^ b^) 


Producto escalar o producto punto de dos vectores dado el 
dngulo que forman entre si. 

1) Caso en que un vector esta contenido en uno de los ejes. 
v i = ( l v i I cos 0, |v,| sen 0) 


V2=(|v 2 |,0) 
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Vi • V 2 = M ■ |v 2 | cos 0 + IvJ sen 0 • 0 

-v- ’ 

Vi ■ v 2 = |v 1 Hv 2 | cos 6 


El producto de 2 vectores que coinciden en un punto, serd 
igual al producto de sus modulos por el coseno del dngulo 
que forman. 


De donde: 


Vi -v 2 


cos0=-—— 
|vi| -|v 2 | 


I 


De la expresion anterior, se tiene 


si 6 = 90°, Cos 90° = 0 y v, • v 2 = 0 


los vectores son perpendiculares. 
si 0 < 6 < 90°, 0<cos 0 < 1 y Vj • v 2 >0 
los vectores forman un dngulo agudo 
si 90 < 0 < 180°, -1< cos 0 <0 y Vj • v 2 <0 
los vectores forman un dngulo obtuso 
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EJjemplo: 1) Calcular U • V para 

U = (l,2) 

¥= (6,-8) 

¥¥= (1 )(6) + (2) (^8) = 6-16 = -10 
el dngulo que forman serd obtuso 



» 


Eyemplo: Si U = (1, -2,3) 

¥=(-3,4,2) 

W=(3,6,3) 

U»¥= 1 (-3) + (-2) (4) + 3 (2) = -3 -8+6=-5 (obtuso) 
¥oW= (-3) (3) + (4) (6) + 2 (3) = -9+24+6 = 21 (agudo) 
U„W= 1 (3) + (-2) (6) +3 (3) =3-12+9=0 (_L) 
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Ejemplo: 


U= (1,2) 


V =(6, -8) 

“Z = (8,-4) 

U.V = (1)6+2 (-8)=-10 
(obtuso) 

UoV= 1 (8) + (2) (-4) =8-8=0 
(perpendiculares) 


Vo Z = 6 (8) + (-8) (-4) =48+32+80 
(agudo) 



EJjemplo:_ en |R 3 _ 

V, = (6,7,6) V 2 = (1,7,8) 
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(5xl)+(7x7)+(6x8) 5+49+48 

cos 0 = -=- -— 

V25+49+36 \/1+49+64 v^Ho' yJ\U 

102 

cos 0 = -- 0.92 

111.9 

0 = arc cos 0.92 = 23° 


EJjemplo: El dngulo entre los vectores 

U = (0,0,1) y 

v= (0,2,2) 

es de 45°; obtener U- V 
U-Y= |TJ| | V) cos 45° 


( n / 0 2 + 0 2 + 1 2 ) ( n / 0 2 + 2 2 + 2 2 ) 


V l" n/8 - 


1 


(- 


l 

n/2~ 

2 vT 


= 2 
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Ejemplo: 2) Sean los vectores 

U=(2,-l,l) 

V= (1,1, 2) 

encontrar U* V y determinar el Angulo 
TTY= (2+(-l )+2)=3 TJY > 0=J> agudo 


| U |=V4+1+1 = 76“ 


V| = 71+1+4 = 76“ 

3 


cos 0 = 


0 = arc. cos I 

2 


76 “- 76 “ 


_3_ 

6 


6 = 60° 


2 


Ejercicio: encontrar los angulos interiores del A con vgrt’.ces: 
A (-1,0), B (-2,1), C (1,4) 


vectores 

v 1 = (-2+l,l-0) = (-l,l) 
v 2 = (1+2,4-1) = (3,3) 
v 3 = (1+1,4-0)=(2,4) 
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producto punto 
v, ° v 2 = -3+3 = 0 => 9 = 90° 
v,°v 3 = -2+4 = 2 agudo 
v 2 °v 3 = 6+12 - 18 =>2( agudo 



mddulos 

|v,|=\/C-l) 2 +l 2 = n/2" =1.41 
|v 2 I=V3 2 +3 2 = y/l8~= 4.24 
| v 3 1 = \/2 2 +4 2 = y/20 = 4.47 
Perimetro= 1.41 +4.24 + 4.47 = 10.12 u 


Angulos interiores 





vrv 3 2 

Cos Of = -—— =- 

| Vl |.|v 3 | y/2~^/20 

2 

Cos a= - =0.3164 

6.32 

<* = ang cos 0.3164 = 71° 30’ 
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Cos ft = 


v 2 • Va 

v 2 |-|v 3 


18 

>/l8'v'20' 


18 

18.95 


0.9498 


/? = ang cos 0.9498 = 18°30' 

v 2 * (-Vi) 3 -3 

Cos 6 — - 3 ---= -—r = 0 

l v 2 |'l _v il y/18 y/2^ 

6 = ang cos 0 = 90° 



Espacio vectorial |R n 

Es el conjunto de vectores n-dimensionales que cumplen 
las operaciones suma y producto. Base de un espacio 
vectorial es el conjunto de vectores con los cuales se puede 
generar cualquier vector de ese espacio. 

Existen diferentes bases pero una base en R n siempre 
tiene n vectores. 

El coryunto de vectores unitarios constituye una base, 
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pues cualquier vector del espacio se puede generar en 
funcidn de los vectores unitarios. 

a n = ( a i i+a z J + a n x ) 
baseenR 2 : i =(1,0) 

j =(0,1) 

La base de un espacio n-dimensional est£ formado por n 
vectores perpendiculares entre si. 


base en |R 2 


y 
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base en |R 3 


y 



Ejemplo: 

El vector v = (5,3) 
se puede expresar como 
v = 5i + 3j 


= 5 (1, 0) + 3 (0, 1) = 
= (5, 0) + (0, 3) = 

= (5, 3) 
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y 



Producto cruz o producto vectorial 

A diferencia del producto punto, el producto cruz de dos 
vectores da como resultado otro vector. 


Se utiliza para obtener un vector en |R 3 perpendicular a 
dos vectores conocidos. 


Definicion: 


Si u = (u lf u 2l u 3 ) y v = (Vj.Vz.Vg) 


si el producto cruz u x v es: 


u x v = (u 2 v 3 -u 3 v 2 ,u 3 v 1 -u 1 v 3 ,uiv 2 -u 2 v 1 ) 
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Esto se puede obtener de manera mds sencilla con un 
determinante, tomando como primer renglon al vector 
(1,1,1) y como segundo y tercer renglon respectivamente 
las componentes de los vectores u y v 

1 1 1 

U X V = Ui U Z u 3 

V! v 2 V 3 


desarrollando por cofactores 


U 2 U 3 Ui U 3 Uj u 2 

1 -1 1 

V 2 v 3 Vj v 3 Vj v 2 


U X V = (1 (U 2 V 3 -U 3 V 2 ),-1(U 1 V 3 -U 3 V 1 ),1 (u 1 V 2 -U 2 Vi) 

U X v = (u 2 v 3 -u 3 v 2) u 3 v 1 -u,v 3 ,u 1 v 2 -u 2 v 1 ) 

E^jemplo: Sea u = (3,0,1) yv = (1,2,-2) 

1 1 1 

u x v = 3 0 1 

1 2-2 

0 1 3 13 0 

U X V = 

2-2 1-212 


u x v = (0 -2,6 + 1,6) = (-2,7,6) 


U X V = 
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El resultado del producto cruz es un vector ortogonal al 
piano que forman los dos vectores. 

Obtener el producto cruz: 
u = (4,0,1) v= (1,0,2) 

1 1 1 

uxv =4 0 1 

1 0 2 



0 

1 


4 1 


4 0 


1 



-1 


1 




0 

2 

i 

1 2 

» 

1 0 



= 1 ( 0 ),- 1 ( 8 - 1 ), 1 ( 0 ) 

(0, -7, 0) = uxv 
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u x v = (0-7,0) 


Propiedades algebr&icas del products cruz 

Si u, v y w son 3 vectores en (R 3 y K es un 
escalar, entonces: 

a) u x v = -(vxu) 

b) uxv £ vxu 

c) u x (v+w) = uxv + ux w 

d) (u + v)x w = ux w + vx w 

e) k (uxv) = (k u)x v = u x (k v) 

f) u xO = Ox u =0 

g) u x u = 0 
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EJjemplo de la propiedad 
uxv#vx u 


u = (3,5,4) 


v = (2,0,6) 

I 1 1 1 


U X V = 


3 


5 4 


2 0 6 




5 4 


3 4 


3 5 


= 

1 


-1 


1 





0 6 

J 

2 6 


2 0 



= (30, -18 + 8, -10) = (30,-10,-10) 


V X u=| 


1 

2 

3 


1 

0 

5 


1 

6 

4 


0 6 


2 6 


2 0 


-1 


1 


5 4 

> 

3 4 

> 

3 5 


= (-30,-8+18,10) 

vxu= (-30,10,10) = —(uxv) 
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El dreade un paralelogramo de lados a,b, es igual almddulo 
del producto cruz de ambos vectores. 



La diagonal de un paralelogramo forma un tri&ngulo, asi el 
4rea del tri&ngulo de lado a y b es: 



Rosa Elena Alvarez — Marla Dolores Gonzfilez 


El producto cruz tambi€n se puede expresar: 

| Ax B| =| A| | B| sen<* 

el mddulo del producto cruz de dos vectores es igual al 
producto de sus mddulos por el seno del 4ngulo que 
forman. 



El 4rea de un paralelogramo es el producto bh 
Enlafigura:b = | v 2 | 

h = I Vi | sen 


4rea = bh = | Vj | • | v 2 1 sen « = | Vj x v 2 1 
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EJjemplo: Obtener el &rea, el perlmetro y 
los Angulos del tri&ngulo; 

P(1,0,1) QCl.1,1) R(-1,-1,0) 

vec tores; 

Vl = Q-R = (2,2,1) 

V 2 = Q-p = (0,1,0) 

"V 3 = P-R = (2,1,1) 



norma o mddulo I- perlmetro 

k | = n /2 2 +2 2 +1 2 = s/9~ =>3 
k^Vo^+o 2 = n/T => 1 
|v 3 | = V2 2 +l 2 +l 2 =V6"=>2.45 

perlmetro = 3 + 1 + 2.450 = 6.45 unidades 
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“ = V!-v 3 = (2,2,1) • (2,1,1) =7 agudo 

j8 = Vi • v 2 = (2,2,1) ■ (0,1,0) = 2 agudo 

a = v 2 • v 3 = (0,1,0) • (-2-1-1) = - 1 obtuso 
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Angulos 

Vi-V 2 

Cos 6 = —-- 

I V, I • I v 2 

7 

Cos x = - 

V'JT x/6“ 

2 

Cos B = - 

n / 9 “ y/T 

-1 

Cos a = - 

s/r x/6 - 


Area:A = I| V[XV 2 


1 1 1 


A = 1 2 2 1 

2 

0 1 0 



A = 11| (-1,0,2) ||=>I N /I+4“ 
2 2 

A = 1.118 u 2 


7 

= -= 0.959, « = 16°40' 

7.3 


2 

= -= 0.67, /3 = 48°20' 

3 


-1 

= -= -0.4081, a = 155° 

2.45 
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Triple product*) escalar 

a • (b x c) 



Area de la base = || b x c || 
altura = h = || a || cos 8 



como producto punto 
a ■ ( b x c) = 

|| a || || bxc || cos 0 

pero || a || cos 8 es h 
y || bxc || es Area de la base 
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EJjemplo: 



a l a 2 a 3 

A-(BxC) = bi b 2 b 3 

Cl c 2 c 3 

0 1 0 

A-(BxC) = 2 0 0 = - 6 

0 0 3 


El volumen de paralelepipedo formado con A, B y C se 
obtiene resolviendo el triple producto escalar. 



2893562 
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Capitulo II 
Algebra de matrices 

Se define una matriz como un arreglo de elementos en 
forma de tabla o bien como un conjunto ordenado de 
vectores. 


A — [&y] — 


a l 

32 


a 


n 


m = i = renglon 


n = j = columna 

fan a i2 


A = [ay] 


a il a i2 


a m 

a in 


|ami a m2 a mnJ 

A = (a 1; a 2 ,... a n ) 

matriz B = [by] ij es la direccion de cada elemento 

f--| 

renglon 

columna 
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Orden de una matrix 

A 

mxn 

donde m es el numero de renglones 
nes el numero de columnas 
el elemento ay tiene i = 1,2,... m 
j = 1,2, ...n 
si m = n la matrix es cuadrada 

A n 

si m = n la matriz es rectangular 
sim=lon = l 

se trata de un vector renglon o vector columna. 

Igualdad de matrices 

Dos matrices son iguales si son del mismo orden y sus 
elementos correspondientes son iguales. 


A = B 

<£=> ay = by 

¥ 1J 
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Mgtodos matemiticos para el disefio 


Matrices cuadradas 



Los elementos ajj tal que i=j forman la diagonal principal 


Tipos de matrices cuadradas 
matriz diagonal matriz escalar matriz identidad 



matriz simetrica matriz antisimetrica 



(para toda i, j) 
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Matriz nula: 0 

Es aquella en la que todos sus elementos son ceros. Puede 
ser cuadrada o no. 

Ejemplo: 

0 0 6 " 

0 0 0 


Submatriz 

Esta formada por algunos renglones y/o columnas de otra 
matriz. 

sea 



_a n 

a 12 

1 

1 

1 

a 13 [ 

a i4 

A = 

a 21 

a 22 

1 

1 

J _ 

1 

a 23 1 

_ 1 

a 24 


a 31 

a.2 


a 3:i 1 

1 

a 34 


submatrices de A 

Operaciones con matrices 
Suma 

A + B =C 

(mxn) (mxn) (mxn) 

t__ | f I t | 

donde Cy= a,j + bjj 

Suma de los elementos correspondientes de A y B. 
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Metodos matem&ticos para el diseiio 


Los sumandos son matrices del mismo orden y la suma 
que se obtiene tambien lo es. 

Ejemplo: 


2-13 


0 1 8 


2 0 11 


+ 


= 


o 

1 

|U1 


2-13 


6 -1 -2 


La suma de matrices de distinto orden no esta definida. 

Propiedades de la suma de matrices 

conmutatividad 

A + B = B + A 

asociatividad 

A + (B+C) = (A+B) + C 
existencia del id^ntico 

A+0 = A 

existencia del inverse aditivo 

A + (-A) = 0 

Producto de una matriz por un esealar 

Sea la matriz A = [Ajj] 
y el esealar A 
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El producto de A por A da otra matriz donde cada ele¬ 
ments es el correspondiente de A multiplicado por A 
A A =^A ajj 

E^jemplo: 
sea 


A = 


4 

-1 


2 -5 

3 0 


y A = 5 


" 4 

2 

-5 ' 


o 

*—H 

o 

-25~ 

-1 

3 

0 

= 

-5 15 

0 _ 


Propiedades del producto de una matriz por un escalar. 
asociatividad 

A,(A 2 A) = (AjAj) A 

distributividad 

A, (A + B) = A 1 A + A,B 
(Ai + A 2 ) A = A^ + A 2 A 
elemento identico 

1 • A = A 
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el escalar 0 que produce la matriz nula 

0 • A= 0 

el escalar -1 produce la matriz inversa aditiva 
-1 • A = -A 

tal que A + (-A) - () 

Eyemplo de asociatividad: 



9 6 12l [18 12 24 

2 

18 -3 0 36 -6 0 

Su equivalente: Ki • \ 2 = 3x2 = 6 

3 2 4 fl8 12 24 

6 -1 0 36 -6 0 
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Trasposicion 

Es la operacion que consiste en intercambiar renglones 
por columnas o viceversa. 

Si A es una matriz de orden mxn y sus elementos: (a^) 

La traspuesta de A, que se denota con A^ es una matriz de 
orden nxm y sus elementos seran (ajj) 


Sea 


1 0 2 

A = 

(2x3) 3 _! 4 


la traspuesta 


1 3 

A 1 - 0 -1 

(3x2) 

2 4 


Producto de dos matrices 


A(mxn)' ^(nxs) C(mxs) 

t_t ‘ 

iguales 


orden del resultado 


El resultado del producto de dos matrices es otra matriz, 
que tiene tantos renglones como el primer factor y tantas 
columnas como el segundo. 


Requiere de la igualdad en el numero de columnas del 
primer factor (n) con el numero de renglones del segundo 
factor (m). 
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M6todos inatem&ticos para el diseno 


Los elementos del resultado se obtienen: 

Cg= £ ajk ■ b]<j Para i = 1,2, . .m 

k= 1 j = 1, 2, . .s 

Cy — a ilblj + • • • + a inbnj 


A 


_ 

B 

— 

C 

a ll- a lk - a ln 


b n 

•• b lj- b ls 


Cn . 

a il - a ik - a in 

• 

b kl 

.. bkj.. b^g 

= 

• • Cy • • • ■ 

a ml- a mk - a mn 


b nl 

.. b n j.. b ns 


Cms 


c ll= [ a ll a lk •• a ln] ' 


“ a ll b ll +■• • + a lk b kl+-■ -+ a ln b nl 
(Producto punto de dos vectores) 


b n 

b kl 

b nl 
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Ejemplo: 



(2x3) (3x4) (2x4) 



C n = 2x1 + 3x2 + (-5)x3 = 2+6 -15 = -7 
C 23 = lxl + (-4)x4 + 0x0 = 1 -16 = -15 

Propiedades del producto de matrices 
No es eonmutativo 
Es asociativo 
(A ■ B) ■ C = A • (B-C) 

Es distributive 

A • (B+C) = A-B + A-C 

Matriz identidad 

A (mxn) ^ (n) = A 

Si A es cuadrada, entonces: 

A (n) 1 (n) = 1 A = A (n ' ) 
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Matriz nula 

^(n) 0 ( n ) = 0 A = 0 

Pero sucede que dos matrices no nulas pueden dar por 
resultado la matriz nula (A diferencia del algebra). 


2 5 


5 0 


0 0 

0 0 


-2 0 


0 0 


Determinante de una matriz cuadrada 

Es un escalar obtenido con los mismos elementos de la 
matriz: 


Si 


|A| 


4 

2 


-1 

-3 


det A = 


4 -1 
2 -3 


-12 - (- 2 ) 


det A=-12+ 2 =-10 


Determinante de 2-’ orden 


a ll a 12 


( a n 


a 21 a 22 


a 22) ( a 12 ' a 2l) 
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Producto de la diagonal principal menos producto de la 
otra diagonal. 

Determinante de 3 er orden o mayor 
(Desarrollo por cofactores) 


sea 


a M 

&12 

a i 

Soi 

a 22 

a. 


a, 2 



det (A) = 



a 22 a 2 ;3 


a 2 j a 2 ;j 


a 2 1 a 22 

+a,, 


a l2 


+ai:i 



a i2 a 12 


a 31 a 3:3 


a 31 a 32 


Nota: Observar que se toma solo un renglon (6 una 
columna) 

Ejemplo: 


f-1 3 0 2 


A = 


4-2 1-5 

6 0 7 1 


2 4-10 


det A = -204 
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Resolver 


4 -2 1 


B = 


3 2 0 


-1 1 -5 



3 2 


4 -2 

det B = +1 


+ (-5) 



-1 1 


3 2 


= 1 (3+2) -5 (8+6) = 5 -70 = -65 
det B = -65 

Observar que se tomo la tercera columna que tiene un 
cero. 


Solucidn por regia de Kramer de un sistema 
de ecuaciones 

3x - 2y = z -6 
z = 2y - x 
x = 2y + 8 

1- ordenar 


3x - 2y - z = -6 
x - 2y + z = 0 
x - 2y =8 
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2 - obtener el determinante del sistema 

3 -2 -1 

.A = 1-2 1 

1 -2 0 

-2 -1 3 -1 

= 1 +2 = -2 - 2 + 6+2 
-2 1 11 

^ = 4 

3" trabajar con las variables formando una matriz (nume- 
rador) en la que se sustituya la columna de la variable 
correspondiente por la columna de t6rminos indepen- 
dientes; como denominador el valor del determinante. 

-6 -2 -1 

0 -2 1 

8 -2 0 
4 

-6 -1 -6 -2 

x= -2 8 0 -1 8 -2 
4 

x= -16-12-16 _ -44 _ 1} 

4 4 
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3 

-6 

-1 






1 

0 

1 

-1 

-6 -1 

-1 

3 

-6 

1 

8 

0 


00 

o 


1 

8 


4 




4 




-8 

-24 

-6 _ 

-38 _ 

-19 





4 


4 

2 



3 

-2 

-6 






1 

-2 

0 

-! 

—2 —6 

-2 

3 

-6 

1 

-2 

8 


-2 8 


1 

8 


z _ 16+ 12-48-12 = ^32 = 
4 4 


x = - 11 


y = 


-19 

2 


z = -8 


2) Resolver el sistema: 


x + 2y -z = 6 
2x + 3z = 3 
4x-y+ 2z = 27 
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a) Obtener el determinante del sistema 


1 

2 

-1 








2 

3 

1 

-1 

A = 2 

0 

3 

= -2 


+1 





4 

2 

2 

3 

4 

-1 

2 






-2 (4-12) + 1 (3+2) = 16+5 =21 

Para x 


6 

2 

-1 



3 

0 

3 

2 -1 

6 2 




-3 

-3 

27 

-1 

2 

-1 2 

27 -1 


21 21 

-3 (4-1)-3 (-(1-54) = -9+180 = _171 
21 21 21 


1 6 -1 


2 3 3 

3 3 

2 

3 


2 

3 

1 

-6 



-1 



4 27 2 

27 2 

4 

2 


4 

27 


y=-- - 

21 21 

_ 6 - 81 -24 +72 -54 +12 _ -69 
21 21 
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z = 


1 

2 

6 






2 

0 

3 

-2 

2 

6 

-3 

1 2 

4 

-1 

27 


-1 

27 


4 -1 


21 





21 



-108-12+3+24 _ -93 


21 


21 


Comprobacion 


171 

21 


KffHir) 

171 - 138 + 93 = g 
21 

m. =6 

21 

6 = 6 



Definiciones 

Matriz regular 

Es la matriz cuadradaque su determinante tiene valor# 0. 
En caso contrario la matriz es singular. 

Matriz de cofactores: A co 

Si A es una matriz cuadrada la matriz de cofactores de 
A, A co sera aquella matriz donde cada elemento de A se 
sustituye por su respectivo cofactor. 
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Matriz adjunta de A 

Es la traspuesta de la matriz de cofactores de Ay se denota 
adj (A) 

a dj (A)= (A CW V= (A') co 
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El cofactor de un elemento es el determinante que se 
obtiene al eliminar la columna y el renglon del elemento, 
con el signo que le corresponde. 



69 



Rosa Elena Alvarez — Maria Dolores Gonzdlez 


Matriz inversa 


A-A -1 = A -1 A = I 

Si A es una matriz cuadrada regular, la matriz inversa de A 
se obtiene: 


A — --- adj CA) 

det (A) 


sea A = 



det (A) = 


4 -1 

3 2 


8 + 3= 11 



~2 

-3 



2 

r 

A CM = 

1 

4 

; a dj( A ) = 

-3 

4 






2 

i 

1 


" 2 

l" 


11 

a 

11 


-3 

4 


-3 

4 






11 

_ 

"ll 
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Comprobacion A-A 1 = I 


4 

-1 


3 

2 



2/11 

1/11 


1 

0 

- 3/11 

4/11 


0 

1 

1- -1 

A - ' 


l_ _J 

I 


Ejemplo: Obtener la matrix inversa de B 


B = 


3 

1 


2 0 
4 -2 


B - ' 


0-1 5 


1 

det B 


adj B 



3 2 

0 


4 -2 


1 -2 

det (B) = 

1 4 

-2 

=3 

-1 5 

-2 

0 5 


0 -1 

5 






= 3 (20 -2) -2 (5) = 54 -10 = 44 


cofactores: 



4 -2 


1 -2 

de 3 : + 


; de 2 : - 



-1 5 


0 5 
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1 

4 



2 

0 



de 0 

: + 



; d 

: 1 : — 







0 

-1 



-1 

5 





3 

0 



3 

2 



de 4 

: + 



; de -2 : - 







0 

5 



0 

-1 

, etc. 



~ 18 

-5 

-1 



"l8 

T 

O 

1 


B co = 

-10 

15 

3 

; adj (B)= 

-5 

15 6 



-4 

6 

10 



-1 

c 

10 



~18 - 

10 

-4 


18/44 

-10/44 

-4/44 

!__1 

-5 

15 

6 

= 

-5/44 

15/44 

6/44 

44 











-1 

3 

10 


-1/44 

3/44 

IO/ 44 J 


Propiedades de la matriz in versa 

1) A-A -1 = A -1 A = I 

2) es unica 

3) (A-'r' = A 

4) I n _, = In 

5) (ABC)' 1 = C' 1 • B _1 • A' 1 
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Representacion matricial de un sistema de ecuaciones, 

a il X 1 a i2 X 2 a i3 X 3 ~ C 1 
a 21 X 1 a 22 X 2 a 23 X 3 = c 2 


a 31 X 1 + ^2 X 2 + a 33 X 3 ~ c 3 


a ll 

a 12 

a i3 


~Xi~ 


"cT 

a 21 

a 22 

a 23 

• 

x 2 

= 

C 2 

a 31 

a 32 

^3 


X 3 


C 3 


A- x= C 

Si A-A“‘x= A -I C 


I • x = A -1 C 
• x = A -1 C 


Solucion del sistema: 


El vector de las variables es igual al producto de la matriz 
inversa de los coeficientes por el vector de los terminos 
independientes. 
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Ejemplo: 


A 

X 

= 

c 

3 -2 -r 


X 


-6~ 

1 -2 1 


y 

= 

0 

1 -2 0 


z 


8 


det (A) = 4 



~ 2 

1 

0 


A co = 

2 

1 

4 

adj A = 


-4 

-4 

-4 





2/4 

2/4 

-1 




1/4 

1/4 

-1 

• 



0 

1 

-1 


X = 



A' 1 


• 


2k 

1 _!_ 

+ 

0 

-8 

= -if 

X = 

_6 

4 

+ 

0 

-8 

= -ifi 
2 


0 

+ 

0 

-8 

= -8 
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Capitulo III 

Transformaciones geom6tricas 

Una transformacion es una funcidn que va de un espacio 
en si mismo. 


T:E 


n 


>E 


n 


Con matrices 

Si A es una matriz cuadrada y x un punto en |R 2 , x’ es la 
imagen del punto x bsyo la transformacion caracterizada 
por la matriz A. 


vr 


a n 

a l2 


Xi 

x’ 2 


&2i 

^22 


x 2 


6 


Cx’i.x’z) — (anXj + a 12 x 2) a^X] 22 x 2 ) 

Las transformaciones geom6tricas operan estrictamente 
sobre los puntos en un espacio dimensional. 

A cada punto del piano, le corresponde otro (su imagen) 
despu£s de la transformacion. 

En general, las transformaciones conservan las relaciones 
entre los puntos. 
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Cuando ademas se conserva la distancia entre ellos, se 
trata de Isometrias o movimientos rigidos, las que pueden 
ser de tres tipos: 


Translaciones 


Isometrias < 


Reflexiones 


Rotaciones 


Otro tipo de transformaciones que no conservan la distan¬ 
cia: 

Escalamiento (reduccion o ampliacion) 

Proyecciones (perspectivas) 

Estas operaciones realizadas con matrices son la base de 
la graficacion por computadora. 

Por la brevedad del curso y para ejemplificar algunos casos, 
solamente haremos referenda a las transformaciones en 
|R 2 , aunque son similares en|R 3 (con mayor grado de comple- 
jidad). 


Transformacidn id^ntica 

Estd realizada por la matriz identidad 



y 

I- t ( x >y) 


X 


Cualquier punto (x,y) al multiplicar a la matriz identidad, 
se conserva identico. 
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Translacidn 

Es el cambio que sufre un punto al agregar un escalar 
(positivo o negativo) a alguna o ambas coordenadas, esto 
es, la translacion puede darse simult&neamente en los ejes 
de coordenadas o en cada uno de ellos. 



c x es la constante de translacidn en el eje x 

c y es la constante de translacion en el eje y. 

Ejemplo: Transladar el punto P, 4 unidades (negativas) 
sobre eje y 



en este caso C x =0 


Cy- 4 
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y 



Reflexiones 

a) Sobre el eje y 

r-i o 


sea A = 


la matriz de: 


L 


0 


1J 


Reflexidn sobre el eje y (simetria en y) 


x’=Ax 


-x 


’-l 

o" 

y 


0 

l 


x 

y 
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fy 


(-x,y) 


(x^) 


■f 


eje de 
simetria 


b) sobreelejex 


la matriz de reflexion sobre el eje x 
(simetria en x) 


Sea A = 


1 0 
0 -1 


X 


l 

o" 


X 

-y 


0 

-l 


y 
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eje de simetria 



(x, -y) 


* 

X 


c) Reflexion sob re el origen 

(inversion c entral o reflexion en ambos ejes). 


-1 

0 


X 


-x 

0 

-1 


y 


-v 
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Se pueden aplicar sucesivamente varias transformaciones 
y hablar del producto. 

En este caso, si se aplican nuevamente dos transformacio¬ 
nes, pueden obtener los puntos originales. 


Rotacibn 

El vector v’resulta de girar un angulo 6 al vector v 


x= |v| COS 00 
y= |v| sen<* 



x’= |v’| COS (0 + <*) 
y’= |v’| sen(0 + <*) 
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con las identidades para funeiones trigonometricas de 
sumas de Angulos y considerando |v| = | v ’ 

x’ = |v| cos 0 cos<* — | v| sen 0 sen 
y’ = | v| sen 0 cos « +1 v| cos 0 sen 

sustituyendo en * |v| 
x’ 

y’ 

en forma matricial 

x’ cos0 -sen0 x 
y’ sen0 cos0 y 

matriz de rotacidn 

Ejemplo: Sea el triangulo formado por los puntos A (1,1), 
B(2,3),C(5,-2) 

Rotarlo 60° 

La matriz de rotacion para 0 = 60° 

cos 60° -sen 60° .5 

sen 60° cos 60° .86 




, i v i 

cos sen °° 

= x cos 0 - y sen 0 
= x sen 0 + y cos 0 
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Matriz de rotacion de 90° 


cos 90° 

- sen 90° 


0 

-1 

sen 90° 

cos 90° 


1 

0 


Matriz de rotacion de 180° 


cos 180° 

-sen 180° 


-1 

0 

sen 180° 

cos 180° 


0 

-1 


Ejercieio: Para el siguiente poligono, hacer rotaciones de 
45°y 90°. 


y 



A (5,0) 

B (8,6) 

C (-8,6) 

D (-5,0) 

E (-8,-6) 
F (8,-6) 
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Rotacion de 45° 


.7 

-.7 


~5 

8 

-8 

-5 

-8 

8 

_7 

.7 


0 

6 

6 

0 

-6 

—6 


3.5 

1.4 -9.8 -3.5 -1.4 

9.8 

3.5 

9.8 -1.4 -3.5 -9.8 

1.4 
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Rotation de 90° 


0 

-1 


5 

8 

-8 

-5 

-8 

8 

1 

0 


0 

6 

6 

0 

-6 

-6 


0 -6 -6 0 6 6 

5 8 -8 -5 -8 8 


y 
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Escalamiento 

Es la transformacion geometrica realizada sobre los 
puntos de una figura, que preserva las relaciones entre 
aquellos, pero cambia las distancias. 

Puede hablarse de ampliation o extension de una figura 
sobre cada uno de los ejes o sobre ambos, si el factor 
correspondiente es mayor que la unidad, o de reduction o 
acortamiento si el factor es fraccionario. 


x’ 


Sx 

0 


X 

y’ 


0 

s y_ 


_y _ 


A ■ x 


Para trabajar en uno de los ejes, el otro factor debe ser 1. 

Ejemplo: Dado un poligono, hacer las transformaciones 
siguientes: 


a) 

S x = 

3, 


= i 

b) 

S x = 

1, 

Sy 

= 2 

c) 

S x = 

3, 

% 

= 2 

d) 

S x = 

1/2, 

% 

= 1/2 
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Sistemas de coordenadas 




Capitulo IV 
Coordenadas polares 


La posicion de un punto P se dar especto a un punto fyo “0” 
llamado polo y una recta fya OA llamada eje polar. 


P(r,0) 



9 : es el angulo sobre el eje polar. 

r: es la longitud medida sobre el lado terminal del angulo. 

El dngulo se considera negativo si se mide en el sentido de 
las manecillas del reloj y positivo en caso contrario. 

El radio vector se considera positivo si se mide sobre el lado 
terminal del angulo y negativo si se mide en su prolonga- 
ci6n. 
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En el sistema de coordenadas cartesianas se establece una 
correspondencia biunivoca entre cada punto y la expre- 
sion de sus coordenadas, mas no asi con coordenadas 
polares, donde un punto se puede expresar de varias 
formas: 


P (4,45°) 
P(4,-315 0 ) 



Relacidn de coordenadas polares y cartesianas 


y 



x = r cos 6 
y = r sen 9 
r = ^/x 2 + y 2 


9 = arc tan 
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Metodos matematicos para el diseno 


Transformation de coordenadas 

Hallar las coordenadas cartesianas del punto P (4,60°) 
x = r cos 60° x = 4 cos 60° 
x = 4(I) = 2 

y = r sen 60° y = 4 (^-) = 2 >/3 = 3.4 

P(2,2 > /3) 

Calcular las coordenadas polares del punto P(4,3) 

r = \/x 2 + y 2 r — \/l6+9 - \/25 = 5 

tangente0 = tangente 0=-^- =0.75 
x 4 

arc tan 0.75 = 37° 
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Transformaci6n de ecuaciones 
Ejemplo: Hallar la ecuacion polar de la recta: 

3x + 4y= 1 

Considerando las ecuaciones de transformacidn 

x =rcos 0 
y = r sen 0 

sustituvendo 

3 (r cos 6)+ 4 (r sen 0) = 1 
3 r cos 0 + 4 r sen 0=1 
r (3 cos 6 + 4 v sen 6)= 1 

1 

r=- 

3 cos 6 + 4 sen 6 

Ejemplo 2: Hallar la ecuacion polar de la curva: 

x 2 + v 2 = 25 

sustituvendo 

(r cos 6 )'- + (r son 0) 2 = 25 

r- cos 2 Sri- 2 sen 2 6 = 25 

r 2 (cos 2 6 + sen 2 0) = 25 

r« =-25-. ,, = 25 

cos 2 0 + son 2 0 1 

v=s/W r = 5 
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Transformar en ecuacion cartesiana 

r = 4 sen 0 

Considerando las igualdades de transformacion: 

r = >/x 2 + y 2 

sen 6 =-2- sen 0 = ^ 

r \/x 2 + y 2 

yjx 2 + y 2 =4 — y 
\/x 2 + y 2 

x 2 + y2= 4y 

X 2 + y 2 — 4 y — 0 


Gr&ficas de ecuaciones polares 

a) Se dan valores al argumentoysecalculan loscorrespon- 

dientes al radio vector. 

b) Se estudia la simetria: 

1. Si la ecuacion no se altera al cambiar r por -r 6 0 por 
18O°+0, entonces la curva es simetrica al polo. 

2. Si la ecuacion no se altera al sustituir 0 por -0, 
entonces la curva es simetrica al eje polar. 

3. Si la ecu acid n no se altera al sustituir (0) por 
(18O°-0), entonces la curva es simdtrica respecto a la 
perpendicular al eje polar que pasa por el polo. 
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Graficar r = 4 6 
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Graficar r = 10 cos 6 
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M6todos matem&ticos para el diseAo 


Graficar r =--- 

1 - cos 0 


e 

0° 

30° 

o 

O 

CO 

90° 

120° 

150° 

180° 

r 

oc 

14.9 

4 

2 

1.3 

1.1 

1 


a) cos 0° = 1 


r = 


2 


1-1 


2 

0 


b) cos 



2 _ 2 
1-VjT 0.134 
2 


c) cos 60°=1 
2 


2 

l-l 

2 



Operaciones 

d) cos 120° =—— 
2 
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Funciones trigoitom&ricas de Angulos importantes 





30" 

60° 

45° 

seno 

1 

n/3" 

1 


2 

2 

y/T 

pncpnn 

VE 

1 

1 

LW3C11 \J 

2 

2 

y/2 


1 

V3" 

1 

tangente 

n/3“ 

1 

1 
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MGtodos matem&ticos para el diseno 


Funciones trascendentes 
Son las funciones no algebraicas 

E^jemplo: funciones trigonomdtricas, logarltmicas y expo- 
nenciales. 

El seno y el coseno no cambian de valor cuando el dngulo 
varia un multiplo entero de 2 n radianes; por esto, estas 
funciones son llamadas periddicas. 

La funcion seno satisface la ecuacion: 

sen 0 = sen (0 + 2 n) - sen (0 + n 2 77-) 

donde 0 estd medido en radianes y n es un entero cual- 
quiera. 


Periodo del seno y coseno: 2 n radianes 
La funcion tangente satisface la identidad: 
tan (0 + 7r) = tangente 0 
La tangente se repite a intervalos de n rad. 

Su periodo es igual a n rad. 

Grdficas de funciones trigonometricas 

Con las funciones seno y coseno analizaremos dos ecuacio- 
nes: 

y— a sen bx 

a, b, y c 

son constantes 

y=asen (bx+c) 
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el pardmetro a determina la amplitud y los parametros 
(bx) y (bx + c) el periodo. 

Dado que sen bx y sen (bx + c) varlan de 1,-1, losvaloresde 
la funcion varian entre a, - a 

El periodo debxes —— 
b 

De la misma manera, para el coseno: 
y=acosbx y y=acos(bx + c) 


senoide y= sen x. 


n 

Z 

30® 

oo° 

9(1° 

120° 

150° 

180® 

HB 

Q 



33(f 


H 


B 

n 



+ 5 ji 

g 

m 



+ 5 ^ 

+ *ii 


H 

■3 

■ 

“ 

- :i 

- r> 

B 

m 

B 

~ 2 

~ 3 

~ 6 



m 

± .5 


±1 


□a 

D 

m 


±1 


B 

■ 


y 



y = cos x cosenoide 


B 



+ -£ 
- 3 

- 2 




+— 

- (> 


4- : lzr 
— 2 

+52T 
- .1 

±2 7 T 

cos X 


.87 

D 

D 

-.5 

SI 


El 

s 

D 

D 

1 


102 


























M6todos matem&ticos para el disefio 


Grdfica de la funcidn tangente 


X 

7r 

2 

7T 

4 

IT 

6 

0 

7r 

6 

7T 

4 

7T 

3 

TT 

2 

tana; 



-.58 

D 

.58 

1 

1.73 

OO 



Nota: la curva corta al eje X en valores multiplos enteros de 

it y es discon tin ua en intervalos deX multiplos impares deit 

2 


Construir la grdfica de ecuacion: 

y= sen 3 x 

La funcidn definida por esta ecuacidn tiene los valores 
extremos -1 y 1 

(puesto que a = 1) y 

el periodo es de (por ser b = 3) 

3 
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el periodo de sen 3x es un tercio del periodo de sen x, por lo 
cual la curva pasa por cero a cad a 1/3 de n 


| y 2 = sen 3X 

y x — sen X 

Trazar lagraliua: y = 2 cos 1/2 x 

Solucion: 


a = 2 


CM 

II 


Los valores extremos son: -2 y 2; 


El periodo 2 7rdivididoentre 1/2: 

(—) = 


M^todos matem&ticos para el diseno 



Trazar sobre los mismos ejes coordenados, las graficas de 
ecuaciones: 

y= 1.5 sen 2x 

y= 1.5 sen (2x + — 7 r) 

3 

Solucion: Las graficas son iguales excepto por la posicion: 
a= 1.5 
b = 2 
C = 1/3 7T 
Andlisis: 

Amplitud = ±1.5 

PeriodO = i7T= 7T 
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Su amplitud es de 1 a -1 
y sube una unidad. 


Conclusiones: 


se abre o se cierra 


y = sen ± n x 
y = ± n sen x 
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su amplitud es ± n 




M£todos matemdticos para el diseno 


y= (sen x) ± n 
y=sen(x±-^) 

y=± sen x 

y = (n + cos x) sen x 


se desplaza arriba o ab^jo 
sedesplaza± 


Su amplitud es fraccidn 


un factor es envolvente 
el segundo es interior al 
primero 
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Geometria analitica 




Capltvilo V 
Secciones cdnicas 



Un piano oblicuo a la base, 
corta a un cono circular 
recto. 


Elipse como seccibn cbnica 



Un piano corta un 
cono circular recto 
paralelamente a su 
base. 


Circunferencia como seccibn conica 
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El piano es secante 
solamente a una generatriz 
del cono circular recto. 


Parabola como seccidn conica 



Si un piano corta a la 
parte superior e inferior 
de un cono circular recto. 
Cono de doble man to. 


Hiperbola como seccion conica 
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M6todos matem&ticos para el diseno 


Cdnicas 


El lugar geomdtrico de los puntos cuya relacion de distan- 
cias a un punto y a una recta fya es constante: 

Ecuacion general de 2° grado 

Ax 2 +Bxy+CyH-Dx+Ey+F = 0 

a) Con centro en el 
origen; 

b) Con centro o vdrtice 
fuera del origen 
(h,k) 

2) Curva con ejes Con centro o v6rtice 

oblicuos en cualquier posicidn. 


1) Curva con ejes 
Paralelos a los 
Eyes Coordenados 


Para este caso (2) la ecuacidn general es la que rige y se 
detecta por el tdrmino B x y. 

Para el caso (1) B = 0 

Ax^fCyHDx+Ey+F = 0 
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Ecuaciones de 

las cdnicas 

Con centro 
en (0,0) 

Con centro en (h,k) 

Circunferencia 



Elipse 

v2 v2 

— + — = 1 
a 2 b 2 

y2 -1/2 

— + - 2 - = l 
b 2 a 2 

Ax 2 + Cy 2 +F=0 

(x~h) 2 + (y~k) 2 = j 
a 2 b 2 

(x~h) 2 + (y~k) 2 = j 
b 2 a 2 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey+F = 0 

Parabola 

x 2 = ± 4 py 

y 2 = ±4px 

Ax 2 + Ey=0 

Cy 2 + Dx = 0 

(x-h) 2 = ±4p (y-k) 

(y-k) 2 = ±4p (x-h) 

Ax 2 + Dx + Ey + F = 0 

Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

Hip4rbola 

Jtl - jL = 1 
a 2 b 2 

y2 _ X 2 

a 2 _ b 2_= 1 

Ax 2 -Cy 2 +F=0 

(x~h) 2 (y-k) 2 

a 2 b 2 

(y~k) 2 (x-h) 2 _. 

a 2 b 2 

Ax z -Cy 2 +Dx + Ey + F = 0 
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M6todos matem&ticos para el diseno 


Elipse 

Es el lugar geom^trico de los puntos cuya suma de distan- 
cias a dos puntos f\jos llamados focos es constante. 

r|+r 2 = 2a (constante) 
r i+r 2 > F t F 2 
Recta focal: F 1 F z = 2c 
C, centro de la elipse 
es el punto medio de F, F 2 
EJje mayor: V' V = 2a 
EJjemenor: B'B = 2b 
Para que exista elipse: 
a>c 

Excentricidad: razon que existe entre el semieje focal y el 
semieje mayor. 

e= - e<1 
a 

Lado recto 2b 2 
a 

b es el semieje menor: a = \/c 2 +b 2 
b= >/a 2 - c 2 
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Ejemplo: Hallar la ecuacion de laelipse de centro (1,2) uno 
de los focos (6,2) y pasa por el punto P (4,6) 

Eje focal horizontal (misma ordenada) 


ecuacion: 


(x-h) 2 [ (y~k) 2 _ t 
a 2 b 2 


datos: C (1,2) F (6,2) P (4,6) 



Primera posibilidad de solucion: 
Como pasa por el punto 
(4,6) 

( 4 - l ) 2 | ( 6 - 2) 2 _ 1 
a 2 b 2 
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Tomando distancia entre dos puntos: 

PF’= V (4+4) 2 + (6-2) 2 = \/80~ =8.9 
~PF = V(6-4) 2 +(2-6) 2 = n / 20" = 4.5 
Como rj + r 2 = 2a 
8.9+ 4.5 = 2a =13.4 
a =6.7 


Sustituyendo: 

JL + 16= j 
45 b 2 

16 =1 _ . 16 _ 4 

b 2 5 " b 2 5 

b 2 = -^-=20 
475 

a = 6.7 asf b 2 = 20 
a 2 = 45 b = 4.5 


Considerando la ecuacion 

(x-h) 2 | (y-k) 2 =1 
a 2 b 2 

(x-i) 2 , (y-2) 2 ^ 1 

45 20 Ecuacion en su forma ordinaria. 
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Segunda posibilidad de solucidn: 

Considerando a 2 = c 2 + b 2 sabiendo que c = 5 
a 2 = 25 + b 2 y b 2 = a 2 -25 

Sustituyendo en: 

9 + 16 9 + 16 =l 

a 2 b 2 a 2 a 2 -25 

9 (a 2 - 25) + 16a 2 = a 2 (a 2 - 25) 

9a 2 -225 + 16a 2 -a 4 +25a 2 =0 (Operandoycambiando 

signos) 

a 4 - 50 a 2 + 225 = 0 Haciendo un cambio variable 

x 2 - 50 x + 225 = 0 

x — 50± V50 2 -4(l)(225) = 

2 

50 ± y/2500 - 900 ^ 50 + >/l600" 

2 2 

x= 50 ±40 . 90 =45 
2 2 

pero x = a 2 

Convertir a la ecuacion de formaordinaria aformageneral. 
(x-1) 2 | (y-2) 2 _ 

45 20 


Parab 
b 2 = a 2 - 25 
b 2 = 45 - 25 
b z = 20 
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20 (x-1) 2 + 45 (y-2) 2 = 45 (20) 

20 (x 2 - 2x+l) +45 (y 2 - 4y+4) = 900 
20 x 2 -40x + 20 +45y 2 -180y+180-900=0 
20 x 2 +45y 2 - 40x - 180y - 700 = 0 
4x 2 + 9y 2 - 8x - 36y -140 = 0 
Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

Diferentes coeficientes en los terminos de 2- grado pero 
mimo signo. 

Ejercicio: Hallar la ecuacion de la elipse 

C (-1, -1) y vertice (5, -1) con una 

2 

excentricidad e= 3 


Solucion: C (-1, -1) A (5, -1), a — 6 


e = — 


e = — 
3 


c = e-a :.c = — (6) c = 4 
3 


Para b: 

b 2 = a 2 -c 2 b = x/36-16 = ^20" .-.b 2 =20 

b = 4.5 

Como el eje focal es horizontal 

. (x+1) 2 [ (y+l) 2 _ 1 
36 20 
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LR= 2b£ =2(20) 
a 6 

••• LR = 6.6 


y 



Trazo de la elipse dada la recta A A' y los focos: 

1) Se sen ala C pu nto m edio de F F* y se traza 
por 61, BB'la A A' 

2) Con centro en F 6 F' y radio = a se senalan B B'. 

3) Se toma un punto Mcualquieraycon centroenlosFocos 
y radio MA y MA' se trazan 2 arcos. 

Para diferentes posiciones de M se obtienen diferentes 
puntos que unidos producen la curva. 
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La forma de la elipse esta en relacion con su excentricidad. 
Si c = 0 -> e = 0 

Existe una circunferencia que queda totalmente deter- 
minada si se conocen su radio y su centro. 

Analiticamente es unaecuacion de 2 Q gradocon 2 variables. 
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A partir de la ecuacion general 

Ax 2 + Ay 2 + Dx + Ey + P = 0 

Coeficientes en x 2 , y 2 , iguales y del mismo signo. 

Ejemplo: Hallar el centro y el radio de la circunferencia de 
ecuacion: 

4x2 + 4y2 -4x + 16y- 19 = 0 
dividiendo -¥■ 4 
x 2 + y 2 -x + 4y- = 0 

ordenando y completando cuadrados: 

i IQ 1 

(x 2 - x + ) + (y 2 + 4y + 4) =—— 4- —— + 4 

4 4 4 

(x |~) 2 + (y + 2) 2 = 9 
C = -^-,-2) r = 3 


Ejemplo: Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa 
porelpunto (0,0)quetienede radio 13unidadesylaabscisa 
de su centro es -12. 

Deduccion: como la curva pasa por el origen su centro es 

C(h,k). 
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r 2 = h 2 + k 2 

13 2 = (-12) 2 + k 2 

169 = 144 + k 2 .-- k 2 =169-144 

k=V25"= C (-12,5) 

(x+12) 2 + (y-5) 2 = 169 

x 2 +24x+144+y 2 -10y+25-169=0 

x 2 + y 2 + 24x - lOy = 0 


Hallar la ecuacion y los parametros delacircunferenciaque 
pasa por los puntos. 

(2,0) (1,-1) (-1,3) 

Solucion: A partir de la ecuacion general 

x 2 +y 2 +Dx+Ey+F = 0 
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(2 2 +1 

0 2 = 4) 

2D + 0 + F = -4: 

(l 2 + (-l) 2 =2) 

D - E + F = -2 

(—1 2 +3 2 = 10) 

D + 3E + F = -10 


2 0 

1 


1 -1 

1 = -6 


-1 3 

1 

D = 0 

E = -2 

F = -4 

x 2 + y 2 -2y-4 = 0 


Completando el trinomio: 


x 2 + y 2 - 2y + 1 = 

-4 + 1 
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Parabola 

Sean L L' y F la recta y los puntos fijos. La parabola es la 
curva en la cual cada punto que la forma equidista de un 
punto fijo y una recta fija. 

L L': directriz (recta fija) 

F: foco (punto fijo) 

PM = PF La recta que pasa por F y es _L a la directriz se 
llama eje de la parabola. 


La parabola corta al eje x en un punto “0" que es su vertice 
equidistante de F y L L'. 
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L Deduccidn 



x 2 = -4py 
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Ejemplo 1: Hallar la ecuaci6n de la parabola de v6rtice (2, 
-3), eje el eje x, concavidad hacia la derecha y parametro 
= 4 


(y-k) 2 = 4p (x-h) 
(y + 3) 2 =4p(x-2) 
y 2 + 6y + 9 = 8 (x-2) 


Si 2p = 4 4p = 8 


(y+3) 2 = 8 (x-2) 
y 2 -8y + 6y+25 = 0 


Ejemplo 2: Hallar la ecuacion de la parabola con v^rtice 
(5,-3)yfoco(5,1) 
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p = VF= 3+1 = 4 4p =16 
(x-h) 2 = 4p (y-k) 

(x -5) 2 =16 (y+ 3) 
x 2 - lOx + 25 - 16y-48=0 
x 2 -lOx - 16y - 23 = 0 
Ax 2 + Cx + Dy + F = 0 

Ejemplo 3: encontrar los parametros de la parabola de 
ecuacion: 

2y 2 +4y - 3x + 1 = 0 

2 (y 2 +2y) = 3x -1 

2 (yH-2y+l) = 3x -1 +2 

2(y+l) 2 = 3x + l 

(y+i) 2 =-f-(x+^-) 
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(y-k) 2 = 4p (x-h) 
.•.V(-i-l) 



p = 


3. 

8 


foco: - — + — = 
3 8 


24 



directriz 


1 

3 


3 _ -17 
8 24 


LR = 4p = — 
2 


Hallar la ecuacion general de la parabola si su vertice V(h, 3) 
estd sobre la recta 4x - 2y - 2 = 0 y su foco tiene de 
coordenadas F (2,5) 

Solucion: 

Del vertice conocemos la ordenada; si sustituimos en la 
ecuacidn de la recta 


4x - 2 (3) -2 = 0 


4x = 6 + 2 x=-^- 

4 


x = 2 V (2,3) si F (2,5) 
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tienen la misma abscisa _> > eje paralelo a y 

(x-h) 2 = 4p (y-k) 

(x-2) 2 = 8 (y-3) 
x 2 - 4x + 4 = 8y - 24 
x 2 -4x-8y + 28 = 0 
p= 2 ==> 4p = 8 = LR 
Analizando la recta: 

4x - 2y - 2 = 0 



-2 


b = -^=-l 
-2 

Siy = 0 

4x = 2 x = — 
2 
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Hallar la ecu acion de la parabola cuyo vertice es el centro de 
la circunferencia: 

x 2 + y 2 -6x + 4y + 4 = 0 

si el foco tiene coordenadas F (3, y) y se ubicasobrelarecta: 
2x - 3y = 0 

Analisis del circulo 

(xMix+Q) + (y 2 +4y+4) = -4+9+4 
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(x - 3) 2 + (y + 2) 2 = 9 

C (3, -2) r = ±3 

como C = V V (3, -2) 

Analisis de la recta y el foco 

F (3,y) 2x - 3y = 0 

2 (3) -3y = 0 
y=2 

F (3,2) misma abscisa 
(x-h) 2 = 4p (y-k) 
(x-3) 2 = 16 (y+2) 
x 2 -6- 16y-23 = 0 


Hallar la ecuacion general de la parabola cuyo vertice es el 
centro de la elipse de ecuacion 9x 2 +25y 2 -50y- 200=0 y su 
foco es el centro de la circunferencia x 2 +y 2 +8x-2y+l = 0. 

Analizando la elipse 

9x 2 +25y 2 -50y-200 = 0 
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9x 2 +25 (y 2 -2y+l) = 200+25 

9x 2 +25 (y-1 ) 2 = 225 

9x 2 + 25 (y-1) 2 _ 225 
225 225 225 

x 2 + (y-1) 2 _ 1 
25 9 

C (0,1) v^rtice de la parabola 
a 2 = 25 a = 5 
b 2 = 9 b = 3 
eje mayor // a “x” 

Analizando la circunferencia 
x 2 + y 2 + 8x-2y+ 1 = 0 
x 2 + 8x + 16 + y 2 -2y+l=-1 + 16 + 1 
(x+4) 2 + (y-1) 2 = 16 
C (-4,1) es el foco de la parabola 
si V (0,1) N iguales ordenadas eje // a ‘x’ 

p = 4 ecuacion: (y-k) 2 =-4p (x-h) 

(y-l) 2 = -16(x-0) 
y 2 -2y + 1 = 16x 
y 2 -2y+ 16x +1=0 
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Hipdrbola 

Es el lugar geomgtrico de los puntos de un piano cuya 
diferencia de distancias a dos puntos fyos F y F' es una 
cantidad constante y que se representa por 2 a construe- 
ci6n: 
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l a Hallar el centro (punto medio de FF') 

2 a Senalar los vertices AA' que distan “a” del centro 
3 a Se construyen los puntos ByB' situados sobre el eje 
imaginario radio c con centro en A. 

Se construye el rect&ngulo de dimensiones 2a y 2b y se 
trazan las asintotas (diagonales del rectAngulo) 

4 a Setomaun puntoMexterioralosfocosyradioMAyMA', 
haciendo centro en F se trazan puntos que al unirse 
producen la curva. 



PF-PF = 2a 

La curva es abierta y consta de dos ramas 
F y F' son Focos FF' es la distancia focal =2c 
2c > 2ac > a 
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Excentricidad e = — e > 1 
a 


Lado recto: Longitud de la cuerda que pasa por el foco y es 
perpendicular al Eje focal. 

AF = A'F' = c - a 

9h 2 

Lado recto LR= — 
a 


Los vertices son A y A', equidistan de los focos. 


Asintotas: La curva est& contenida dentro del Angulo for- 
mado por las diagonales del rectangulo (2a y 2b) 

c 2 = a 2 + b 2 

b = \Jc 2 ~ a 2 asi 2b = 2 \Jc 2 - a 2 


Eje imaginario 

2b puede ser igual, mayor o menor que 2a 


El circulo circunscrito al rectangulo cortaal eje real en los 
focos por ser su radio igual a c. 

X 2 y 2 

—-= 1 Ecuacion con centro en el origen 

a 2 b 2 y eje focal en “x” 

(x-h) 2 (y-k) 2 

- - - = 1 Ecuacion con centro fuera 

a 2 b 2 del origen y eje focal 

paralelo a “x”. 
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Ecuacion de las asmtotas. 

Sus pendientes son: + b 
” a 



a 


bx + ay = 0 bx-ay=0 

Ecuaciones con eje focal sobre “y” o paralelos a “y”. 

y2 X 2 

—-= 1 Asmtotas: 

a 2 b 2 



b 


(y-k) 2 _ ( x-h) 2 _ 1 
a 2 b 2 

lado recto: LR = — 

a 

excentricidad 

e= — c > a 

a 

e> 1 


Ejemplo:Hallar la ecuacion de la hiperboladeejes paralelos 
a los de coordenadas y centro en el origen, sabiendo que su 
lado recto vale 18 y la distancia entre sus focos es 12. 
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(a+12) (a-3) =0 
aj = -12 a 2 = 3 a 2 =9 


sustituyendo en b 2 = 9a 

b 2 = 9 (3) b 2 =27 

— - £ = 1 => 27x 2 - 9y 2 = 243 
9 27 27x 2 -9y 2 -243 = 0 

Ax 2 - Cy 2 + F = 0 

t. _ JEl =1 
9 27 

27y 2 - 9x 2 = 243 
-9x 2 + 27y 2 - 243 = 0 
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Recta 


Ax+ By + C = 0 

Ecuacion lineal ecuacion ler. grado. 

Pendiente (m) de una recta, es la tangente del dngulo de 
inclinacidn de 6sta medido sob re el ej e x en sentido positivo. 

m = tan « 



Si la recta es paralela a “x”su 
pendiente es cero. 


A 


B Si la recta es paralela a “y” su 
pendiente es 


H-►* 

D 
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Si dos rectas tienen la misma pendiente 
son paralelas (//). 


m! = m 2 


Si su pendiente es reciproca y de signo contrario son per- 
pendiculares. (_L) 

m,m 2 = -l 


Ecuaciones: 

1) Ecuacion de una recta que pasa por el punto PCx^y,) y 
con pendiente conocida (m) 


y-y! = m (x -xj 

y 



2) Conocida la pendiente y la ordenada al origen (b) 
y=mx + b 

y 
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3) Ecuaci6n que pasa por dos puntos 

Pi (xi, yi) P 2 (x 2) y 2 ) 

y-yi yi-yg 

x-x/ Xi-X 2 



4) De abscisa y ordenada conocida, corta a 
los ejes en (0,b) y (a,0) 



(forma simetrica) 


y 
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De la ecuaci6n general 
Ax + By + C = 0 
By = -Ax - C 
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E^emplo: Obtener la ecuacion de la recta L que es // a L, que 
pasa por los puntos A (5,6) B (7,8); la recta L pasa por la 
interseccidn de otras 2 rectas: L 2 con m = 2 que pasa por 
C (-4, - 6 ) y L 3 con m = 3 y D (2,2) 


Solucion: 

Considerando A (5,6) 
B (7,8) 


si m t = 1 = 45° 

2“ Condici 6 n: 

m 2 — 2 C (—4, — 6 ) 
y+ 6 = 2 (x+4) 
y +6 = 2 x + 8 
2x - y + 2 = 0 ... L 2 

b= — =2 
-1 

m 3 = 3 D(2,2) 

y-2 = 3(x-2) 
y-2=3x-6 

3x-y-4 = 0 ... L 3 


143 



Rosa Elena Alvarez — Maria Dolores Gonzdlez 


Considerando la intersection 

deL 2 yL 3 

2 x-y = -2 ... (1) 

3x-y = 4 ... (2) 

-x = -6 
x = 6 

Sustituyendo 

2 (6)-y = -2 
12 -y= -2 
-y = -2-12 
y= 14 

asi I (6,14) 

Si nij = 1 

y-14 = l(x-6 ) 

x -14 = x -6 

x-y + 8 = 0.L 

Considerando a L 
x-y+8=0 

m = —— = —— m=l 

B -1 
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x-y+1 = 0 


m _ -1 _ , 
m. — —— 1 
-1 


m = rrii—> son paralelas 


/ 

/ 
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